9.2.12 Podmin éné pravd épodobnosti |

Predpoklady: 9207

Pedagogicka poznamkaPodmirné pravdpodobnosti séasto vynechavaiji jako velmi
tézké a nepochopiteln&€wo. Moje zkuSenosti ukazuji, Ze situace neni tekSaa
a pro Zaky ji zZuje zejména fakt, Ze se popisuje pomoci vgdkteré jim moc
nerikaji (i kvali tomu, Ze pouzivana symbolika se v bezpexdtt predchazejicich
hodinach pilis nepouzivala). Ve skuteosti vSechny vzorce odpovidajiekavani
a selskym rozumem jsou snadriggtelné, jen jefeba dat pozor na skdteost, ze
matematicky formalismus na tomto ndisttuaci spiSe komplikuje.

Pr. 1. Predpokladej, Ze pra¥gpodobnost narozeni hocha i divky je stejna 0,5yrdak
zpasoby miZe byt rozdleno pohlavi dti v rodinach sefemi dstmi? Vypis vSechny
mozné vysledky. Wi pravdépodobnost jetr.

a)A: v rodiné maji dva kluky a jednu holku®;

b) B: ,prvni dit¢ je Kluk*;

c) C: ,druhé ateti dit maji stejné pohlavi®;

d) D: ,vSechny dti jsou hoSi“.

Rozhodni zda jsou jev aC nezavislé. Jsou nezavislé jeXyaB?

- Podobnou situaci jsme jtsili. Sledujeme pohlavi @te i to, kolikaté se narodile>
' mnozinou vSech vysledikbudou usptadané trojice z pismén d, kde prvni misto znamena
. pohlavi prvniho déte, druhé misto pohlavi druhéhigtt misto tetiho.

~a={(hhh),(hhd),(hdh){dhh) (hdd)(dhd)(ddh) (ddad)}

a) JevA: ,v rodin & maji dva kluky a jednu holku*
3

- A={(hh,d),(h,d ) (dhh)} = P(A)=2
' b) JevB: ,prvni dit € je kluk*
B={(hh,h),(h,h.d) (hd h) (hdd)} = p(B):g:_;
- ¢) JevC: ,druhé a treti dit¢ maji stejné pohlavi
c={(h,h,h),(d,h,h) (hd d) (dd d)} = P(c):g:%
- d) JevD: ,vSechny déti jsou hosi*

D={(hhh)} = P(D)=%

Pedagogicka poznadmkaVypis vSech moZznych vysletllfe nutny kwili orientaci a rychlému
vyhledavani v dalgiasti hodiny. Stejaitak je dobré mit&kde vypsany vyznamy
jednotlivych jevi.

Tti déti se wtSinou nerodi najednou, ale postéipdejich narozeni nefni pouze Urovie
nepdadku a hluku v domacnosti, ale i prapddobnosti jeu.



H Pr. 2: Jako prvni dit se narodi kluk. Jak se Zni prav@&podobnosti jednotlivych vysledk
Z mnozinyQ ?

- V8echny mozné vysledkyiieme rozdlit do dvou skupin:
+ {(d,h,n),(d,h,d),(d.d h) (d dd)} -vysledky, ve kterych se jako prvni narodi
divka. Jejich pravtpodobnost je nyni nulova.
+ {(h,h,h),(h,hd) (hd h) (hdd)} - vysledky, ve kterych se jako prvni narodi

hoch. Jejich pravgpodobnost je nymi— ml’sto% (po narozeni hocha uZz mohou nastat
pouzectyii mozné vysledky).
Matematickytikdme:

V pribéhu pokusu nastal jeB = pivodni pravépodobnostip(w) musime nahradit

~novymi* pravdépodobnostmip(a)| B) - podmirgné pravdpodobnosti za podminkg.
Plati:
*  p(«|B)=0 pro wOB (pravetpodobnosti vysledkz prvni skupiny s divkou na
zatatku uz jsou nulové),

. p(a)| B) =M pro wl1B (pravdEpodobnosti vysledkz druhé skupiny s hochem

p(B)
na z&atku se z¥tSily tolikrat, kolikrat se zmensil get moznych vysledk Kolikrat
se zmenSi p@t moznych vysledk udava prag pravcépodobnostP(B) ).

Kdyby platilo P(B) :?1)) , nastanim jevd by zmizely d¥ tretiny moznych vysledk =

pravdpodobnost zbyvajicich se musigit trikrat (vydilenim jednouitetinou).
Co plati pro pravépbodobnost jetr?
Pr. 3: Ur¢i pravdEpodobnost jeviA za podminkyB (prvni di€ je hoch).

 Zbyvaji pouzetyri mozné vysledky{ (h,h,h) (h,h,d) (h.d h) (hd d)}, z nichZ dva

I N)
N

{(h,n,d),(h,d )} vyhovuji jevuA = p(A|B) =

Pedagogicka poznamkaNasledujicieSeni je nespravné, ale dalelkstjsi, proto ho beru
jako vhodny Gvod do dalSiho vykladu.

Predchozi piklad je mozné "vesit" i jinak:
Napodobime vztah pro vypet znenéné pravdpodobnosti moznych vysledk

3
_P(A) _g_2mB_3 o | T
p(A|B) _W _I == 2 = takto ziskany vysledek je nespravny (vysitsv
2

pravdpodobnost, nez kdyZ jsmecsdli zmenéné pravdpodobnosti zbyvajicich vysledk
Kde se stala chyba?



Pavodni pravépodobnost jevuA={(h,h,d),(h,d,h) (d h h)} bylal;’ (tii ptiznivé

vysledky z osmi moznych), jedenéchto vysledk - (d,h,h) viak uz nerfize nastat (jako
prvni se narodil hoch), je viak stale z&ipin v pivodni hodnat P(A) = nemizeme
vychazet z pvodni hodnotyP(A) (obsahuje i nyni uz nemozné vysledky), musime &igto

pouze vysledky, které jsou stdle moznepouze vysledkyfiznivé jevim Ai B = vysledky
odpovidajici jevuAn B.
Owetime postup:

- AnB={(hhd),(hdh)},

. P(AmB)zgzzll,
1

B R
2

Zda se, Ze jsme ziskali spravny postup.

Pedagogicka pozndmkasS nasledujicim odvozenim s#li§ netrapim, snazim se, aby zbyl
¢as na dalSiiklady. Vysledny vzorec je vcelkuipozeny.

Nyni to samé obeeénMatematickyikame:
Podmirn& pravdpodobnost jevii za podminkyB je definovana (jak jsme zvykli) jako

souwet pravépodobnosti fiznivych jevuA, tedy: p(A|B) = Z p(a)| B) . Pokud se pokusime
aJA

vyjadiit pomoci fivodnich pravé!podobnostl':p(A|B) => p(a)| B) = > LCL:) (vzorec
A

JANB ( )

p(w)

p(«|B) =m , miZzeme zapditat pouze takové vysledky, které jsaiizpivé jevuA (ten
nas zajimd) i jevl (ktery vime, Ze nastab> proto piSemevd An B mistowA.
Plati Y p(w)=P(AnB) = p(AB) _P(AnB)
«JANB P(B)
S m(An B)
Pro pokus se stejrpravdEpodobnymi vysledky pak pIatF:’(An B) =T’
m(An B)
_m(B) —m  _m(AnB) o
P(B) ==t = p(AB)= mr(nB) (@) kde m(X) je paset vysledk
m

piiznivych jevuX.

Pravd&podobnost jeviA za podminkyB uréime pomoci vztath(A|B) = %
Jmi vy . m(An B)
pokusu se stefnpravaEpodobnymi vysledky pak pomoci vztarp_( Al B) :W'



H Pr. 4: Ur¢i pomoci odvozeného vztahu prapddobnosti jewr C (druhé afteti dig maiji
‘ stejné pohlavi) a jevD (vSechny dti jsou hoSi) za podminki (prvni di€ je hoch).

a) jev C za podminkyB
' Prinik jevis C n B: dva vysledky{ (h,h,h),(h,d d)}.
JevB: ctyii vysledky:{(h,h,h),(h,h,d) (h.d h) (hd d)}.
| m(CnB)_2_ 1
| m(B) 4
' b) jev D za podminky B
' Prinik jevii D n B: jeden vyslede(h,h,h)} .
JevB: étyii vysledky:{(h,h,h),(h,h,d) (h,d h) (hd d)}.

m(DnB) 1

P(D[B)= (m(B) ) "2

p(c|B) = - pravapodobnost jevi€ se nezrenila.

Pr. 5:  Vyswétli, pro¢ se pravdpodobnost jeviC neznénila tim, Ze nastala podminBa
- JevyC aB jsou nezavislé= jejich prava@podobnosti by se nefty ovliviiovat.

Skute&nost, Ze prawtpbodobnost jefr nezavislych se tim, Ze jeden z nich nastal,&mém
muzeme ukazat i pomoci vzorce.

p(A|B) =m, pro nezavislé jevy platP(An B) = P(A)P(B), dosadime:

P(e)
p(aje) =202l - 2B )

Pr. 6: Hazime najednou bilou a modrou kostkowiodmirené pravdpodobnosti jeu:
a) S=7 ,sowet je roven 7% b)S<5 ,sowet je mensi nez 5
c) S>8,sowet je wtSi nez 8"
za podminky, Ze na modré kostce patd#ho 4. Porovnej podméné
pravdEpodobnosti s fivodnimi pravdpodobnostmidchto jevi.

' Hazime d¥ rozliSitelné kostky= mnoZzinou vSech moznych vysladjsou uspéadané
- dvojice sestavenédsel 1 aZ 6.

(31 (z2) (39 (14 (19 (39
(21) (22) (29 (24 (29 (29
Q= (31) (32) (39 (39 (39 (39 = 6° =36 mozZnosti.
(41) (42) (49 (49 (49 (49
(51 (52) (59 (549 (59 (59
(61) (62) (63 (64 (69 (69

Nejdiive urime pravdpodobnost spkni podminky P (M 4) :3_66 :—2.

a) S=7 ,soucet je roven 7“ za podminky na modré kostce padléisio 4



Souset je roven 7 a na modré padio=4 jedind moznost> P(S=7n M 4) :3%.

1
P(S=7nM4) _36_1
=7\M4)= == =_
p(S=7]M4) P(M4) 1 6
6
MoZné sotity 7: 3+ 4= 2+ 5= I+ € = Sest moznoste> p(S=7) :3—66:—2.

" Pivodni pravdpodobnost se padnutim 4 na modré kostce teitan

b) S<5 ,soudet je menSi nez 5 za podminky na modré kostce pauéislo 4
- Soutet je mensi nez 5 a na modré padle>4zadna moznost> P(S<5n M4)=0.

P(S<5nM4) 0

p(S<5/M4)= ===

: . s x . . . . 6
' Mozné sodty mensi nez 5: Sest moznosti (v levém hornim rohup(8<5) :gs = 6

P(M4) 1

6
1

- Pvodni pravépodobnost se padnutim 4 na modré kostce zmensilalna
- €) S>8,soucet je WtSi nez 8" za podminky na modré kostce padldisio 4

' Souket je ¥t3i nez 8 a na modré padio=4 2 moznosti= P(S>8n M 4) :3% :1—18.
1
: P(S>8nM4) 1q
p(s>gma)=F )_18_1
| P(M4) 1 3
6
; s ve o . . . . 10 5
- MoZné sotity v&t3i nez 8: deset moznosti (v pravém dolnim rebu)p(S > 8) " 3618

" Pavodni pravépodobnost se padnutim 4 na modré kostéesita zE naE =—

6
3 18

Pr. 7. Hazime modrou a bilou kostkou.dUpravdpodobnost, Ze na modré kostce padla
dvojka, pokud vime, Ze sdet je roven Sesti.

- Stejna mnoZina jako vigdchozim fikladu.

Nejctive ukime pravdpodobnost spkni podminkyP (S =6) -2

Na modré padla dvojka a st je roven 6= jedind moznost> P(M2n S=6)=—.

(31 (z2) (29 (14 (19 (39
(21) (22) (29 (24 (29 (29
Q= (31) (32) (339 (39 (39 (39 = 6° =36 mozZnosti.
(41) (42) (49 (49 (49 (49
(51 (52) (59 (549 (59 (59
(61) (62) (63 (64 (69 (69

36
1

36



P(M2n S=6)
P(S=6)

p(M2|s=6)=

glolgl-

" Piivodni pravdpodobnost (na modré padne 2) se padnutintsdiz\étsila z% naé.

Pr. 8: Ve skinijsou ti zasuvky, v kazdé se nachazeédtejné kraliky. V jedné zasuvce
jsou v obou kraktkach bonbony, v dalSi zasuvce je v jedné Kiabbonbon a v
druhé lizatko, v posledni zasuvce jsou v obou Kkaluh lizatka. Oteleme jeden
Suplik, vyndame krabku a zjistime, Ze je v ni bonbon. Pokud se namifoda
uhadnout obsah druhé kraky v oteweném Supliku, ziskame vyhru. Mame hadat
bonbon nebo lizatko?

' Prvotni tvaha: pokud byl v ot&ané krahice bonbon, Wité se nenachazime v zasuvce s e

- dvéma lizatky=> bud’ jsou v nasi zasuvce v obou krétdich bonbony (druhy zbyva) nebo po
- otewreni krabéky s bonbonemistava zakena druha s lizatkem»> obé moznosti jsou stefn

' pravdpodobné.

- Pfedchozi Uvaha je chybna.

' Zjistime, jaka je prawpodobnost, Ze v naSi zasuvce zbyva lizatko. Gamasi zasuvkyisly

- a krabiky rozlisime na s Lizatkem a Bonbonem mnoZina vdech moZnych vysleédina
Sestprvi: Q={(1B,),(1B,) (2B) (2L) (3L,) ( &,)}.

- Podmince ,vytahli jsme kra#lu s bonbonem* vyhovuji 3 moznosti:

Q ={(2:B).(1B,) (1B,)} = P(B) =3-1

Jev ,vytahli jsme kraldgku s bonbonem a v druhé je lizatko*: 1 moir(c&i_) =

P(Bn L):%.

p(L|B)=—=/—"=2== = je praviépodobrjsi, Ze zbyvajici krakka obsahuje

N4

- bonbon= je vyhod&jSi hadat, Ze v krabte je bonbon (mame tak dvakr&t3i Sanci na

' vyhru).

- Kde byla chyba v Gvodni Gvaze?

. Pokud oteveme jednu kralbku ve zvolené zasuvce a zjistime, Ze je v ni bonbaohazime
- se pravépodobrji v zasuvce se dyma bonbony (v této zasuvce totiz timtaigpbem

- dopadne otvirani prvni kralily vzdy) = je pravapodobjSi, ze v druhé krabce je také

' bonbon.

Shrnuti: Pokud nastane jeB s pravépodobnostl’P(B) , ZVySuje se pravghodobnost

vysledki ptiznivych tomuto jevuL krat.

P(B)



